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Zwei durch eine eiarre, gewichtslose Linie festverbundene Massea-Pnukte B und C werden 
■von eiaena festen Punkte A nach dem Newton'schen Gesetze angezogen. Wir wollen die 
BedingiiDgec suchen, iioter denen die Bewegung der beiden Massen-Punkte sieh beBtior- 
Hien lässt, wenn alle drei Punkte stets io dereelben Ebeoe bleiben. 

Es ist bekannt, dass der Schwerpunkt eines Masseasystems, das irgend welchen Kräften 
unterworfen i»«!, sich stets so bewegt, als ob die ganze Masse in ihm vereinigt wäre und 
als ob alle wirkenden Kräfte parallel sich selbst im Sdiwerpunkte angebracht wären. Die 
übrigen Punkte des Sytitems nehmen eine um den Schwerpunkt rotirende Bewegung ao. 
Bei einem vollkommen freien Massensystem kasa man demnach die Bewegung in zwei 
«infachere zerlegen; erstens in eine Verschiebung der Punkte parallel der Bewegung des 
Schwerpunktes und z\veiteus in eU>e RotatioD derselben um dea ScbwerpnBkt. 



Um die Bewegung des Schwerpunktes festzustellen, nehmen wir den anziehenden Punkt 
A zum Anfangs-Puukt eines rechtwinkligen Coordinatensystems; s^; y,; m^; x»; y,; m,", 
seien die Coordinateit resp. Massen der beiden angezogenen Punkte B und G. Die I^ge 
der sie verbindeoden starren Geraden sei 1. Die Goordinaten des Schwerpunktes heissen 
^; t). Die Radtivectoren nach diesem und d«n beiden Punkten B und G seien p; Tj und 
rg ; ^ bilde n.it der x-Axe den Winkel (?, die starre Gerade BG mit derselben Axe den 
Winkel *. Der Schwerpunkt zerlege d« Uuie BC in die beidea Theile a und ß. 

Da die ganze Bewegung in der Ebene vor sich geben soll, so beschränken sich die 
allgemeinen 6 Bewegungs-Gleicbungen des d'Alembert'schen Prinzips auf drei. In unse- 
rem Falle erhalten wir folgende Gleichungen für die Bewegung des Schwerpunktes; 



1 7n««Q 



TVI ^^S — IPl^i IÖ2X2 

^" ^ d t^ -^ ^ 1^ "" "t;^ ' 



2. M 



dt^ Fl 3 1-2^ 



wobei wir unter M die ganze Masse, nämlich M = rui -f* ^^2 verstehen. Multipliciren 
wir die Gleichung 1 mit >; die Gleichung 2 mit $ und subtrahiren, so bekommen wir: 

V^ dt^ ^ dt^y — j. 3 v^i V ji h; i^ ^ 3 va2 /; — J2 s).- 

Wir formen diese Gleichung um indem wir zu Polarcoordinaten übergehen, setzen also: 

g = p cos (p; 
V) =: g sin (f); 
Xi = p cos (p + a cos ^; 

y^ = p sin (}) 4" ^ sin -^; 
X2 = p cos $) — /3 cos ^; 
y2 = p sin (p — ß sin ^; 
dadurch ergiebt sich aus der Gleichung 3: 

die Integration dieser Gleichung wird uns nur dann gelingen, wenn wir annehmen, dass 
die Grösse 1 in Bezug auf r» und r2 sehr klein sei, wie es z. B. zwischen Sonne, Erde 
und Mond der Fall ist. Alsdann werden ri und rg ziemlich gleich sein und zwar sollen 

sie so beschaffen sein, dass wir den Ausdruck -^ ^ = setzen dürfen. Die vierte 

Gleichung wird dadurch bedeutend einfacher, nämlich: 

und diese liefert uns den bekanuteo Ausdruck: 

G. ^^d<p = cdt 



d. h. in unserem Falle besteht das Princip der Flächen. Andrerseits liefert uns das Gesetz 
der lebendigen Kraft: 

, _ .ds« _ dpj 2 4Ü _ _ fx. dx, + y. dy, , Xj dx^ + ya dy^ 1,1. 

''"- dt*- dt" "^ ? dt» " j (x. + y,»)4 '^ (X22 + y,2)5 r. "^r/ 

Setzen wir wiederum, wie oben angenommen wurde, 

1 11 . , 

- = — = - 80 Wird : 

„ dp« , d$2 2k , 

und durch Elimination von dt^ aus den letzten Gleichungen ergiebt sich: 

Sind Po ^^^ ^0 die Anfangs werthe, so wird b = lo^ — - und 

?o 

c = po Uo sin cc. 

Mit a bezeichnen wir den Winkel den die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit mit 
den Radiusvector macht.*) Aus diesen Gleichungen erhalten wir schliesslich, indem wir 
dem Gange der angezogenen Mechanick folgen: 

c_^ 
k 



1 +]/l + ^^cos (p-(pj 



Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes, dessen Pol in dem einen Brennpunkt liegt. 

Die Curve wird eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel jenachdem b negativ, null oder posi- 

2m 
tiv ist. Wäre Pq = <=» so könnte nach der Formel b = Uo^ — — die Grösse b nie ne- 

Po 

gativ werden, der Fall der Ellipse also nicht eintreten. Wir werden diesen Fall auch 

später vollständig ausschliessen (§ 8). Die Gleichung der Ellipse in Polarcoordinaten lautet: 



*) Siehe Duhamel, Lehrbuch der nnalyl. Mecli., üheis. von Schlömilch H.Theil pag^. 36 ff. 
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? 


a(l 


e cosw 


wo also 




a (1 


-e») 


- k' 




(f> - 


- P. = 


= w; 



1 -f ^ = e^; und am schliesslich p und (^ als Puactionen von t allein zu haben ^ set- 
zen wir: 

p = a (1 — e cos fx) worin der Winkel jx die excentrische Anomalie bezeichnet.* J 
Dann wird: 

n t = /Jt — e sin jx. 

Diese Gleichung bestimmt fx als Function von t und nachher auch p als Funktion von 
t. Die Abhängigkeit Zwischen (p und t wird ausgedrückt durch die Gleichung: 



'4='«.^mv 



§ 3. 

Wir gehen zur Bestimmung der Bewegung des Massen -Systems über. Von der star- 
iien Geraden wissen wir im Voraus^ dass dieselbe um den Schwerpunkt, der, wie wir ge- 
:iehen, einen Kegelschnitt beschreibt, eine rotirende Bewegung annehmen wird. Diese Ro- 
tation wollen wir zu bestimmen suchen. 

Die Drehung eines vollkommenen freien Massensystems erfolgt genau so, uU ob dc^r 
Schwerpunkt fest wftre« Den Schwerpunkt $, vf nehmen wir, indem wir die oben getrof- 
fenen Bestimmungen über die Lage des festen Coordinatensystems im Punkte A unverän- 
dert beibehalten, zum Anfangspunkt eines neuen, beweglichen Coordinatensystems, dessen Axen 
aber stets denen des festen parallel bleiben. Kennen wir die Lage der starren Linie in 
Bezug auf dieses neue Coordinatensystem, sa ist, da wir des Letzeren Lage nach § 2 für 



') Siehe Duliamc], Tlieil II, pag. 42. 



jedes t bestimmen köDoeo, unsere Aufgabe gelöst, denn dann lässt sich die absolute Lage 
des^ Systems leicht finden. 

Der Radiusvector zwischen A und ^, ■<; heisse g, der Winkel zwischen p und der 
x-Axe sei 9; die Goordinaten der Endpunkte der Linie BC in Bezug auf das bewegliche 
Coordinaten System seien x,; y, (m,) und Xj; y2 (mj). BC bilde mit der x-Axe den Win- 
kel ^. Eine Funktion zwischen (p und ^ würde uns die Lage des Systems geben ; wir 
finden sie, indem wir aus den zwischen (p und t einerseits & und t andrerseits zu suchen 
= den Functionen t eliminiren. — 

Als Drehungs - Gleichung liefert uns das Prineip d'Alembert: 

1. 5m(x^^?- y ^f) = 2m(xY-yX) 



daraus wird: 



= m. f(i. + S) Y, - (y, + ,,) X.1 
+ m» [(Xj + ^ Y, - (y, + >;) X>]; 



£a ist aber: 



X 



i — — zn > 



n» 



Aj — — 5 , 



r,» 



Y _ °>, (y, -f 1)) 

^1 



Y - _2lÖl+_2^, 



Diese Weirthe eingesetzt, geben: 



»• "..[(-.+a^^^2fc^!ö-fr.+,)^^V^] 






— 8 



■ 
■ 



= m r-'".(^i+g)(y. + >^) 4. m.( y.+»;)(x.+gn 

-}. m, r — '»2(xa + g)(ya + )^) _^ m» (y., + J^) (x» + g H _q 

da ferner Xj = ^ x^ und y2 = ^ yi so liefert uns die Gleichung 3 : 

in2 m^ 

4. m, [(ii + S) '''j,r ^— (yi+^) jt^ J 

6. «. [(..+a!ü(y-ü_(,.+,)üli-_+i)] 1 

+ i;[(«.S--.>.) '"<-y°- ^ 

, . d' (njj S — m, x,)"| -. 
— (mj V — nii yO ' jti '-^J = 

Nach den Beweganga - Gleicbaogon des Schwerpunktes ist: 



§3 
dt' 



M^J = SmX} 



d»3 _ 
dt" 



MH = 2 m Y; 



Dadurch erhalten wir aus der Gleichung 5: 



6. m, m, [(x,+^^4.(i, + $)^. 



-Cy. + >;)^^-(y.+.)^] 






JL^ 



— 9 — 

+ I (m, $ — ni, xi) Jus —^ (iDj § — n»! Xi) Dil -g^ 

, . S m X , , . d*x."l ^ 

— (iDj>; — miyj nij— jj— + (m,)i> — miyi)mi-j^J = 0. 



und durch Auflösung der Klammern: 



7. „,,M[x,^-y,^] 



+ mj^Sm Y — mj>;2mX = 0< 
Die Werthe für X und Y eingeführt, ergeben: 



= mj 9 



8. m,M[x,^-y,^] 

C_ m,'(x. + g) m«'(»» + gA 
V ri» i^? j 



— U) 






_ __ mt»m,(>;»t — gy ,) __ m>» (>; x, — g y,) . 



r.» r,« 



oder: 



9 ü/'x a^i _Y ^^ 

''^ m, V*' dt« y« dt« J 

= ey.-,x.)(aj-^> 

Um zu Polarooordinaten überzugehen substitairen wir: 

xi = a cos ^; 
yi Ä « ßin d; 
^ = p cos (f>} 
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Da ferner — = ~, so ist: 



10. ,^^ = ,™(,_$,(=J_S|); 



Es ist aber: 

r,2 - p2 ^ «2 ^ 2pa cos {& — (f)); 
1^2 = p» 4- ^2 _ 2p^ cos (^ — (p); 

Zur Abkürzung schreiben wir: 

p2 ^ a«2 = P; 2pa = Q; 

p» + j82 = P'j 2^ß = Q' 



dadurch wird: 



11. 1 ^^ = e8in(*-(p) 



r ifli ™2 n 

• L^P 4- Q cos (d- — Cp)* V^P' — Q' cos (& — (pyj 

diese Gleichung wird nns die zusammengehörigen Werthe von t und & geben. Da, wie 
schon erwähnt, die Rotation so erfolgt, als ob der Schwerpunkt fest wäre, so sind ^ und 
(p bei der Integration dieser Gleichung als constant anzusehen. Wir setzen cos (^ — (p) 
= X und haben: 

12 _ 1 (1 - ^') d»x + X dx« 

(1 — Xä^dt» 

/ m^ m2 \ 

= p (1 - x«Ji [yp ^ Q^, ^____3j; 

diese Differentialgleichung zweiter Ordnung lässt sich leicht integriren, wenn wir -^r = p, 

dt 

d^x dp 

— = p -ji- einführen. Es ergiebt sich dann, wenn wir zugleich mit 2 multipliciren: 

io o dp , 2x 5 , 1 — x^/ ffli mo \ 



:• •: .' ••• ; : 



;•-• •• 



i tU mU 
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Darch IntegratioD gelangen wir zu der Formel: 



u. ,. = a-x.)[c_J^(^^S^-^,^^)ax], 



Es ist aber J ^j, ^ q- » = — q (P + Qx) 



demnach wird: 



16. p» = (1 — X») n 



__ 2p /■_ 2mi 



2m, 



1 V QvpTQx Q'^F 



— Q'xJj' 



Setzen wir für p seinen Wertii wieder ein, so wird|: 



16. dt = 



dx 



V^- '■> [« + *i (5pfra + m^^FJ} 



oder: 
17. dt = 



Q' 



dx 



Um die Wurzeln unter dem Wurzelzeichen wegzuschaffen bedienen wir uns des binomi- 
schen Satzes. Wir können es in dem vorliegenden Falle, wo der Exponent — - l ist, thun, 
da X = cos (^ — (p) also im Allgemeinen kleiner als eins und auch p stets ein achter 



Bruch ist; denn wir haben 2 = 



Q 2^ 



P* 4" ** 



. Da 



p* — 2pÄ -f tt« = (p —ay > o, SO ist! 

p* + Ä* > 2ga 



die Gleichung 17 nimmt dann folgende Form an: 



18. dt = 



dx 




I 3 /-m,Q m,Q^\ \ 

^8^ VPVP ^ P'VPV/ 



m 



PkF 




- 12 -- 

I 

Gehen wir wieder zu den Polarcoordinaten über, setzen also x = cos(^ *- (p) so ist 



19. dt = 



— A& 







P' V^P' P KP j 






^) 



Um für den allgemeinsten Fall die Gonstante zu bestimmen, nehmen wir an, dass die 
Anfangswinkelgeschwindigkeit zur Zeit t = o : — w sei und zu eben derselben Zeit sei 
^ — (p = f, dann wird: 

1 LQvp ■*" Q'v^F ''' 2 VPVF Py/'F/ 

4- 3 cos« £ f-EiQ- 4- _ElQ'_>|l 

+ 3 cos £ (^pi^p- + p.2^p>jj 

sodass unsere allgemeinste Integrations - Formel lautet: 



20. dt = 



-dv^ 



w»+ 



4e 



VP'v/F PVTyv 



cos (^ — <p) — cos « 



) 



+ 6 (r4 + Fvk)("'' (*-*>-«■•). 



Wir haben es mit einem elliptischen Integral erster Gattuog zu thun. Bei der Behand- 
lung desselben wollen wir mit den einfachsten Fällen, die sich in Bezug auf Anfangsge- 
schwindigkeit, auf Anfangslage und auf das Verhältniss der Massen ergeben, beginnen und 
nach und nach zum allgemeinsten Fall fortschreiten. — 



§4. 

Die Anfangsgeschwindigkeit sei 0. Die Massen der Punkte B und C seien gleich und 
ihre Lage zu Anfang der Bewegung sei eine solche, dass die Punkte A, B, C sich in einer 
geraden Linie befinden. Unsere Gleichung 20 in § 3 wird dann einfacher: 



1. dt = — 
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d* 



|/?-i^ÄO-^(^-^>-0 



2. - Hf 1 /- SqtdQ _ d& . 
r lPVF~8in(^— (ö)' 



VF sin(^— <f>) 
Das elliptiscbe Integral fällt also weg. Die Integration ergiebt: 



3. tl/ 3pmQ _ conat ^+^°'(^~5 '- 
K IP VP ~ ■ 8in(^-v) ' 



oder: 



t 



}/ 



S^idQ 



4 ^ r IP Vp . sin (^ — (p^ = const. (1 + cos (d- — (p)) 

Zur Bestimmung der Constante erinnern wir uns, dass zur Zeit t = o die Winkel ^ 
und (p gleich sind: dies ergiebt const = o und somit: 



t 



V' 



SqidQ 



5er lPVP.sin(;^ — (p) = o 

Dieser Gleichung kann nur dann Genüge geschehen für jedes t wenn beständig ■0-=^ (p ist. 
Der Schwerpunkt beschreibt in dem vorliegenden Falle eine grade Linie von seiner 
Anfangs -Lage nach dem anziehenden Punkte A hin. Auf dieser Linie bleibt auch die 
starre Grade, eine Rotation derselben findet, wie vorauszusehen war, nicht statt 



§ 5. 

Wir nehmen wiederum keine Anfangsgeschwindigkeit und gleiche Massen an. Die An- 
fangslage des Systems sei jedoch der Art, dass die starre Grade mit der von dem Schwer- 
punkte beschriebenen Linie nach dem anziehenden Punkte hin einen rechten Winkel bilde. 
Dadurch erhalten wir: 



1. dt = 



d^ 



|/Äc.,'(»-*) 
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2- *l/^^=-/a3F^ + --*-= 

3. t l/IM = _ 1 /coMt f i+«"(^-<?') v 

V \?\^f - 2 ' *'°°** U - sin {» - (p)J ' 



oder 



_2tl/3pmQ 



4. e " ^^ ^P . (1 - 8in(* — p)) = const (1 + sin (* — <?))), 

da zar Zeit t = o der Winkel ^ — (ß = 90^ so wird const = o und unsere Gleichung 
4 reducirt sich auf: 

— 9fcl/ 3emQ 
5. e ^ '"^ V^ ^ (1 _ 8ia(* _ (f))) = 

Dieser Gleichung kann nur dann fiir jedes t genügt werden, wenn stets fi — (p = 90* 
ist. Die starre Grade wird demnach beständig in einer zu der Yom Schwerpunkt be- 
schriebenen Linie senkrechten Lage bleiben. 

§6. 

Anfangsgeschwindigkeit uijid Anfangslage seien dieselben wie in § 4, aber die Massen 
seien yersobiedeni also 

w = 0$ £ = 0, m^ ^ ms. 

Diese Annahmen liefern uns: 



1. dt = — 



^(p^F-F^)(""(*-*>-') ■ 

fi(^+F^)(««"<*-»)-:0 



Zur Abkürzung schreiben wir: 

d^ 



3. dt= 



y—Afcoa (^ — (?>) ~ A -I- B (co8«(^-<?>) — l)' 
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oder : 3. dt = ~ 



«n ^^ö-^T/? A — 4 B cos» —-SP 



2 w ^ a — * u üua' — g^ 



Setzen wir cos — «— = x so wird 



. ,. 2 dx 

(1 — xW2A — 4Bx2' 

Das Integral hat also wiederum aufgehört, elliptisch zu sein. Bei der Integration dessel 
ben haben wir drei Fälle zu unterscheiden^ nämlich ; 

I. 4B — 2A < 
die Integration liefert uns: 

V2A - 4B V K2A — 4Bx« — V2A — 4B.x;' 

oder : 

t v'ZA 4B X / ' / 

6. e . (|/2A - 4B cos« ^^ - |/2A - 4B . cos i=:^) 

= const (I/2A — 4Bco8« ^=2 4. |/2A-4B cos ^p); 
Zur Zeit t = ist %^ = ^» also wird const = und schlieslich: 



tv^2A 4B / / ' / 

7. e . (^l/2A-4Bco8^^^— "|/2A— 4B .cos^^") = 

Diese Gleichung ist nur dann für jedes beliebige t richtig, wenn stets die starre Grade auf 
dem vom Schwerpunkte beschriebenen Wege bleibt. — 

IL 4B — 2A = 0. 

Nach der Integration erhalten wir, wenn wir für B die Grösse A einführen: 

t ^^S ^^"^ 

8. -^ + const. = 



|/3a(i^C08»^^) 
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od«r: 

I + const = -^ cotg ^. 

Für die GonstaDte erbalten wir den Wertb oo, also : 

^^- *2 + <" = TIa • '"*^ ^' 

ckimit die rechte Seite dieser Gleichuug stets gleich der linken Seite sei, muss cotg — ^ 
= OD also 9 =: ff sein. 

IIL 4B — 2A > 

Piese Bedingung liefert uns nach der Integration: 

■ ^ ^ I/4B - 2a" cos *^ 

11. 5-4- const. = r7====i=i arctg — , 

y 2A — 48 cos* — 5-^ 

Um die Constante zu bestimmen erhalten wir: 

1 , V^4B— 2A 

const. =e -p==== arctg . r; 

l^4B — 2A ^ /2A — 4B 
Diese Grösse in 11 eingeführt giebt nach einer leichten Umformung das Resultat: 

t 1 ^ ,y-(4B-2A)«C08*-=2- 



|_'j/(2A — 4B)« CO8» ^^2 + 



— 1/— (4B — 2A) 



f • • 




Aus dem Ausdrucke auf der rechteii Seite hebt sich cos — ^ heraus ; der Winkel ist 



' 
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also von der Zeit ganz unabijüugig, er muss demnach stets denselben Wertfa, d« h. den 
Anfangswertli ^ = y behalteu. — 



§ 7. 

Die bisher betrachteten Falle lieferten uns keine Rotation der starren Graden. Wir 
wollen jetzt annehmen, dass die Massen gleich und die Anfangsgeschwindigkeit o sei. Die 
Grade BC bilde aber in ihrer Anfangslage mit der Linie vom Schwerpunkte nach dem 
anziehenden Punkte hin einen schiefen Winkel; es ist also cv = o m^ = m2 und s ^ o. 

Die Formel 20 in § 3 reducirt sich auf: 

1. dt=- ^* 



oder; 



>^?[iR7(-'**-»'— •)]■ 



d* 



'■ ' ]/n^T + ""'' = - fe 



(* — y) — COS* a 



Die Werthe, für welche die Winkelgeschwindigkeit des Systems null wird, erhalten 
wir aus der Gleichung; 

C6S*(^ — y) = COS*€: 

Nehmen wir den Winkel q)=o an, also die X-Axe zu derjenigen Linie, auf der sich 
der Schwerpunkt bewegt, so ist der Winkel s zugleich der Maximal -Ausschlagswinkel. 
Die Winkelgeschwindigkeit wird ein Minimum in der Anfangs -Lage für &=s, sie wird 
ein Maximum für ^=0, d. h. wenn die starre Grade ihrer Lage nach mit dem Schwer- 
punkts - Radius - Yector zusammenfällt — 

Um die Gleichung 2 weiter zu behandeln, setzen wir cos (^ — ^) z= x, alsdann ist : 

3. t l/Ie^Q 4- const - F- ^^ . 

worin £ < 1. Dieses elliptische Integral hat die günstige Form, dass nur grade Potenzen 
von X unter dem Wurzelzeichen vorkommen. Ziehen wir s yor das Wurzelzeichen und 
^setzen x = — sy so wprd; 

3 



Lj i 
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L t l/i^- + const = - [-== 
V IP Vp J V(i _ 



dy 



*V)(y»-i)' 

Um dies Integral auf die Normalform zu bringen, wenden wir die Substitution an 

y^ = sin^ "4^ + ^2 ^^^^ ^> *l8ö 
y» - 1 = cos» v}/ (1 _ l); 

1 — fay2 _ 8in2 >|/ (1 — £Ä) 

sin \f/ cos \f/ (1 ajdv}/ 

dy= ^^ L^ 

Wir setzen diese Ausdrücke in Gleichung 4 ein und erhalten: 



5. tl/^ = const + r , ^^ 

r ip Vp ^ j \^i_(i_f2)8i] 



sin* vf/ 

Da s < 1 so ist auch 1 — €* < 1 und wir können den Winkel \)/ und folglich auch 
Winkel d- für jedes beliebige t bestimmen. Uebrigens können wir aus dem Integral 5 
unsere früheren Formeln leicht wiederfinden. Sowohl für s = o als auch für £ = 1 hört 
das Integral auf, ein elliptisches zu sein. 

In dem eben behandelten Falle kommt also eine Rotation der starren Graden zu 
Stande; eine einfache Betrachtung konnte uns schon vor der Ausführung der Rechnung 
darüber Gewissheit verschaffen. Denken wir uns die Linie in ihrer Anfangslage : ihr 
Schwerpunkt liegt auf derX-Axe und die Radiivectoren BA und CA bilden mit derselbeu 
die Winkel a und r. Die Y - Gomponenten der anziehenden Kraft sind in diesem Falle 
gleich und entgegengesetzt, heben sich also auf. Die Gomponenten der X-Axe werden 
aber nur dann gleich wenn r = <;. Folglich muss die starre Grade rotiren und zwar wird 
diese Rotation im Allgemeinen eine pendelartige Bewegung sein. — 



§8. 



Nachdem wir die einfachsten Fälle betrachtet haben, gehen wir zur Behandlung des 
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allgemeinsten Falles über. Wir nehmen an, dass mt ^ m^ co ^ o und € ^ 1 und haben 
es demnach zu thun mit der Gleichung: 

1. dt=- ^^ 



I 







Zar Abkfirztmg wollen vir sehreiben: 



mi n»; . _ t). 

'»^ D/l • «T — "'^ > 



PVP P V F 

PVP "^ P'Vf* ■" 

Da nach unserer früheren Bestimmung p sehr gross sein mnss yerglichen mit der 
Länge der starren Graden, so können wir auch annehmen dass p bedeutend grösser sei 
als mi und m2. Dadurch werden die Ausdrücke D und £ zu ächten Brüchen und es leuchtet 
ein, dass in unserer Gleichung: 

dt = - ^^ 



|/tt,a— ?p5 rcos(^— y) — cos«1 + -^ [cosH*-?))— cos^cT 

u;2 immer so gross gewählt werden kann, dass der Ausdruck unter dem Wurzelzeicheu 
für kein reelles ^ verschwindet, dass also die Winkelgeschwindigkeit unseres Systems für 
keinen Werth Ton ^ zu o wird. Während in § 7 die Drehung des Systems nur eine 
pendelnde Bewegung war, haben wir es hier mit vollen Umläufen zu thun. Ueber die 
Veränderung der X-Coordinaten der beiden Massenpunkte B und G sei Folgendes erwähnt. 
In Folge der Drehung des Systems und des Fortschreitens des Schwerpunktes kann es 
wohl vorkommen, da diese beiden Bewegungen in entgegengesetzter Richtung Statt finden 
können, dass ein StiUstehen der X - Goordinaten eintritt, womit aber durchaus kein Auf- 
hören der Winkelgeschwindigkeit verbunden ist Die Werthe des z, für welche dieser 
Stillstand Statt findet, liefern uns die Wurzeln der biquadratischen Gleichung unter dem 
Wurzelzeichen, denn setzen wir: 

X = cos (* — y) so wird: 

3» 



3. dt = 
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dx 



|/(1_^.) [.«_2£D;,_,)^_M^,a_,.)]' 



Aus dieser Gleichung ersehen wir, dass zwei Werthe der Wurzeln + 1 sind, die- 
selben sind somit ganz unabhängig von der Anfangs - Winkelgeschwindigkeit Dagegen 
sind' die beiden andern Wurzeln, welche uns die quadratische Gleichung: 



tu^ 



_ 2^ (,_.)+ ^<x»-..)=0 



liefert, abhängig von w. Wir erhalten so als die 4 Wurzeln: 

+ 1 



- I?P . l/4Dp(D— 3Ef)— 3E(21cü2-f3eEf2) 



Die Fälle w = oo und p = qo schliessen wir aus. Letzteren Werth kann q nur 
dann annehmen, wenn der Schwerpunkt eine Parabel oder Hyperbel beschreibt; der Aus- 
druck unter dem Wurzelzeichen würde dann überhaupt unendlich für jedes x, und eine Be- 
stimmung der Bewegung der starren Graden in unendlicher Entfernung ist unter diesen 
Umständen nicht möglich. Wir müssen uns deshalb auf den Fall beschränken wo ^ nur 
endliche Werthe annimmt, d.h. wo der Schwerpunkt eine Ellipse beschreibt. Es ist zu- 
nächst unsere Aufgabe, das allgemeinste Integral der Gleichung 3 auf die Normalform zu 
bringen : 

W^ir formen diese Gleichung um in: 

4. dt= ^^ 



2pD 
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die Wurzeln der Grösse unter dem Wurzelzeichen sind 'wie bekannt: 

2D 



q = + 1; 
r = - 1; 
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g_2D Ti/^D N« 21a)» 



— f^_l//^D N» 

Die Werthe unter dem Wurzelzeichen können positiv, null oder negativ werden, 
je nachdem: 



3£E /^2D _ N«z 
21 V3E V 2 



w« 



Diese drei Fälle haben wir zu unterscheiden. 



j SpE /<2D \2 ^ 

'• IT (,31-0 ^"' 



Da bei eiDom bestimmt zu rechneDden Beispiele D, E, 1, p constante Grössen sind, 
60 wird das Resultat wesentlich davon beeinflusst werden, in welchem Yerbältniss w unds 
stehen, lieber co selbst sei Folgendes gesagt: 

Beide Massenpunkte naögen zu Anfang der Bewegung gleichzeitig gestossen werden. 
Die Geschwindigkeiten, welche sie erlangen würden, wenn sie frei wären, seien v^ 
und U2. Die Lothe von dem Schwerpunkte auf die RichtuDgen des Stosses seien qi resp. 
qs» Die wirklich erlangte Geschwindigkeit ist aber tu, also haben m^ und ms die Be- 
wegung avü resp. /3w. Zwischen m^Ui; msUs und — m^acv, ^— ms/Jw muss nach dem 
d'Alembert'schen Princip Gleichgewicht Statt finden. Ferner müssen die Momente beider 
Bewegungsgrössen gleich sein, also Wia^cv -{-m^ß^ vu =: miqjUi -f m2q2Ü2'5 daraus folgt 
aber: 



Hätte nur der eine Punkt einen Stoss erhalten, so wäre der betreffende Theil in 
der Gleichung gleich zu setzen. 

Es ist klar, dass in den Ausdrücken p und s die Wurzel selbst kleiner sein muss 
als ofT , es sind demnach sowohl p als s positive Grössen. 

OJCs 

Wir wollen p = — und s = -?- bezeichnen, dabei ist — >-^ und führen ein: 



y 



(-4)+(t-0- 
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also 



dx 






dadurch wird: 



dx» 



-t(-i)(^-0('+0('-l) 



dy 



3E^Cl+i yl_-L^ * yd-yXi-kV) ' 
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und setzen wir 7 = 7' so wird die rechte Seite der Gleicliang 

4 dz» 






worin k* = 



da — >-r 80 ifitk*< 1. 

yd 

Somit haben wir unser Integral auf die Normalform gebracht : 



5. t + const = 



vm + >)(> - t) 



dz 



V^(l-z»)(l-k2z2) 



Der constante Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist stets positiv da -r- < 1- 
Um über die Werthe Ton y und z Aufschluss zu erhalten erinnern wir uns, dass 

X eine Grösse war kleiner als 1. Z. B. gleich — diesen Werth eingesetzt in 

a 
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^('-4)-v|(i-0^ 



giebt : 

_ a + gy — (.7 + aS) . 

Da hierin sämmtliche Grössen ganze Zahlen sind, so ist ersichtlich dass der Z&hler 
kleiner ist als der Nenner, also wird y und auch z ein ächter Bruch sein. Deshalb kön- 
nen wir z = sin \f/ setzen und haben: 



6. t + const = 



m7+o(-i). 



Vi — k» ein« v(/ ' 



and darin ist 

«. it — . . » ^jjj . 



Dieser Ausdruck lässt deutlich erkennen dass k' -<^ 1. 

Mit Hülfe dieser Substitution vereinfachen sich die Seite 20 gefundenen Wurzel- 

2D 

werthe bedeutend, nämlich p = s = ^^-g, und q=-fl, r = — 1. Dadurch wird 

der Ausdruck k^ = 1 (Siehe Gleich. 7 dieses Paragraphen) und die Gleichung 6 lautet in 
ihrer neuen Foim: 



8. t + const = — t: — ' 

l/3pE 
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(1-p») 



cos\|/ ' 



Nach durchgeführter Integration: 



9. t 4- const = — 7=====/.— i — ; — ^; 



